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Paradacsáı

GEARÓID Ó CATHÁIN

Achoimre. Is féidir le paradacsáı deacrachtáı a léiriú go gon-

ta nuair a chuirtear na mı́reanna d’argóint (tosach, réasún-
áıocht, cŕıoch) le chéile, go háirithe nuair a ritheann an chon-

clúid i gcoinne ár n-iomas. Nı́ bh́ıonn réiteach éasca ann i

gcónáı. Bh́ı áit lárnach ag paradacsáı i stair na matamait-
ice nuair a tugadh aghaidh ar bhunchloch an ábhair – go

háirithe tŕı réasúnáıocht loighce. Tá roinnt de na paradacsáı

tógtha isteach anois sa chóras matamaiticiúil; uaireanta tŕıd
an bparadacsa a réiteach agus uaireanta eile tŕıd an bparad-

acsa a sheachaint. Bh́ı deacrachtáı faoi leith leis an éigŕıoch

agus féintagairt. Pléifear réimse leathan de pharadacsáı san
alt seo.

1. Éagsúlachtáı de Pharadacsáı

Tagann an focal paradacsa ón nGréigis le ciall ‘thar (para) chreid-
iúint (doxa)’. Is minic a úsáidtear an téarma nuair a bh́ıonn sórt
ionaidh orainn faoin gconclúid i ndiaidh argóinte réasúnta. Clóımid,
go ginearálta, le téarmáıocht W. V. Quine [1]. Dar leis, tá tŕı saghas:

• veridical
• falsidical
• antinomy

Veridical
Uaireanta, ńı bh́ıonn ach cuma pharadacsúil ann, mar nuair a mh́ın-
ı́tear dúinn cad atá cearr, leanann réiteach iomlán ar an scéal. Mar
shampla, tosáıonn Quine [1] a chuntas ar pharadacsáı le tagairt don
cheoldráma ‘Pirates of Penzance’ ina ndeirtear ‘Is paradacsa é. Is
paradacsa é’. Táthar ag rá faoi Frederic, a bhfuil bliain is fiche
d’aois ach nach raibh ach cúig lá breithe aige. Réit́ıtear an scéal
ina iomláine nuair a mh́ıńıtear dúinn go bhfuil rud annamh ag tarlú
anseo; rud nach dtarláıonn ach uair amháin i ngach 1,460 lá – rugadh
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é ar an 29 Feabhra! Nı́l aon bhréagadóireacht ag baint le paradacsa
mar seo agus nuair a thuigimid an casadh sa scéal, imı́onn an t-iontas
a bh́ı ann go tapa.

Falsidical
Sa chás thuas, ńıl aon locht san argóint. San argóint seo, ó Augustus
de Morgan (1806–1871) tá coimhlint ann.

x = 1

x2 = x

x2 − 1 = x− 1

(x+ 1)(x− 1) = x− 1

x+ 1 = 1

2 = 1

Is léir nach bhfuil anseo ach briseadh rialach (roinnt faoi náid) agus

is minic a úsáidtear an téarma ‘fallás’ ina leith siúd. Úsáideann
Quine ‘falsidical’ nuair a bh́ıonn bréagadóireacht sa réasúnáıocht
agus sa chonclúid. Go ginearálta tá an córas matamaitice bunaithe
ar rialacha agus ńı féidir glacadh le frithrá mar loiteann sé an córas
uile – féach F́ıor 1 le tábla f́ırinne Wittgenstein. Tá go leor falláis
mhatamaitice ann – beagnach ceann i leith gach riail. Is áiseanna
foghlamtha iad chun a léiriú chomh seafóideach is a bh́ıonn cúrsáı
nuair a bhristear na rialacha. Ach, ar an taobh eile de, léiŕıonn siad
go bunúsach an fáth go bhfuil na rialacha ann. Is foinse dheas é
Northrop [2] d’fhalláis.

Antinomy
An tŕıú sórt paradacsa a luaitear go minic ná ‘antinomy’ (anti–i

1. p&¬p tugtha, an frithrá
2. p ó 1.
3. ¬p ó 1.
4. p∨q ó 2. p f́ıor, cuma faoi q
5. q ó 3. p bréagach, caithfidh q f́ıor
.i. Tá q f́ıor, ach is ráiteas ar bith é q.

p q ¬p p&q p∨q

1 1 0 1 1
1 0 0 0 1
0 1 1 0 1
0 0 1 0 0

F́ıor 1. Leanann gach rud ó Fhrithrá – Loighic Chlasaiceach
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gcoinne an dĺı–nomy) – atá ńıos doimhne ná na cinn eile. B́ıonn
bunrudáı i gceist agus is minic go n-athráımid ár meon faoi mh́ır éigin
san argóint (tosach, réasúnáıocht nó cŕıoch). Is léir ó chárta gnó an
mhatamaiticeora Shasanaigh P. E. B. Jourdain(1913) [3, Caibidil 1]
cén sórt deacracht atá againn (F́ıor 2). Tá an dá thaobh in éadan a
chéile – mar mhadra sa tóir ar a eireaball féin agus ńı féidir leis an
dá ráiteas bheith f́ıor ag an am céanna.

Tá an abairt ar
an taobh thall den
chárta seo f́ıor.

Tá an abairt ar
an taobh thall den
chárta seo bréagach.

F́ıor 2. Cárta gnó Jourdain

2. Staitistic

Glactar go forleathan le haicśımı́ Kolmogorov mar bhunchloch na
matamaitice i leith dóchúlachta. Ach ńıl aontas i measc na staitis-
teoiŕı maidir leis an léirmh́ıniú ar dhóchúlacht. Dar le dream amháin
is minićıocht choibhneasta fadtéarmach atá i gceist. Dar le dream
eile is tomhas suibiachtúil atá ann a leasáıtear tŕı Theoirim Bayes
nuair a thagann breis eolais chun solais.

Braitheann an sainmh́ıniú clasaiceach ar dhóchúlacht,

p ≡ # tortháı fabhracha
# tortháı féideartha ,

[
m.sh. Pr[♣] = 13

52

]
,

ar an seans céanna a bheith ag gach rogha. Nı́ sainmh́ıniú i ndáiŕıre ı́
seo mar tá an coincheap céanna sa mh́ıniú is atá sa choincheap atá á
mh́ıniú. Úsáidtear Prionsabal Neafaise (Laplace) anseo. Sé sin, gan
eolas roimh ré, ńıl aon chúis go dtoghfáı rogha áirithe thar cheann
eile.

Pléimis le tŕı mh́ır
• Paradacsa Bertrand, a chuir ionadh ar na staitisteoiŕı ag an

am,
• Prionsabal Neafaise a thugann casadh eile suimiúil ar an

bprionsabal seo, agus
• Paradacsa Simpson, a thugann tacáıocht d’fhocail cháiliúla

‘Lies, damn lies and statistics’, a chuirtear i leith Benjamin
Disraeli (1804–1881) uaireanta.
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I: p = 1
3 II: p = 1

2 II: p = 1
4

Tŕı mhodh chun corda le fad áirithe a phiocadh le dóchúlachtáı
éagsúla. Tá na cordáı a théann tŕı achar scáthaithe fabhrach agus
na cordáı eile ró gairid.

F́ıor 3. Paradacsa Bertrand

Paradacsa Bertrand
Bh́ı an Francach Joseph Bertrand (1822–1900) ag plé, thart ar 1888,
leis an dóchúlacht go bhfuil fad chorda, a phioctar gan aird i gciorcal,
ńıos mó ná fad slios an triantáin chomhshleasaigh inmheánaigh.
Ag tagairt d’Fh́ıor 3:

F́ıor 3 - I: Pioc pointe ar an imĺıne gan aird. Tá fad gach corda ón
bpointe go dt́ı an stua tiubh ńıos faide ná fad taobh an triantáin
inmheánaigh. Is trian den imĺıne é an stua tiubh: p = 1

3 .

F́ıor 3 - II: Pioc trastomhas gan aird agus uaidh sin corda dronuillinn-
each leis. Tá gach corda a thrasnáıonn an trastomhas in áit tiubh
ńıos faide ná fad taobh an triantáin. Leanann sé go bhfuil p = 1

2 .

F́ıor 3 - III: Pioc corda gan aird. Má thiteann lárphointe an chorda
sa chiorcal inmheánach, is corda fabhrach ı́. An cóimheas idir ĺıon
na bpoint́ı sa chiorcal inmheánach (ga = leath ga an chiorcail mhóir)

agus an ciorcal mór ná π r2

π (2r)2 = 1
4 .

Tá tŕı fhreagra difriúil ann, agus ńıl aon locht sa réasúnáıocht. Braith-
eann an dóchúlacht ar an modh roghnaithe – ńı raibh sé sin ar eolas
go dt́ı gur léirigh Bertrand an paradacsa seo.

Prionsabal Neafaise
Tá meascán d’fh́ıon agus uisce i ngloine. An t-aon réamheolas atá
againn ná go bhfuil ar a laghad an méid chéanna d’fh́ıon agus d’uisce
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I - f́ıon : uisce
réamheolas 1:1− 1:2

luach airmheánach 1:11
2

II - uisce : f́ıon
réamheolas 1

2 :1− 1:1

luach airmheánach 3
4 :1

inbhéarta go f́ıon : uisce 1: 4
3

6= 1:1 1
2

F́ıor 4. Prionsabal Neafaise

ann agus an t-uasmhéid ná go bhfuil dhá oiread d’uisce ann. Féach
F́ıor 4. De réir an Phrionsabail Neafaise, de dheasca aon eolais
bhreise, tá an dóchúlacht chéanna ag gach meascán. I Modh I, tá
dóchúlacht 50% ag baint leis an meascán bheith idir 1:1− 1:1 1

2 agus

sa raon 1:1 1
2 − 1:2. Sé sin, is é 1:1 1

2 an luach airmheánach. Mar an

gcéanna i Modh II(uisce:f́ıon) is é 3
4 :1 an luach airmheánach. Ach

nuair a aistŕıtear go dt́ı an cóimheas f́ıon:uisce is ionann an luach sin
agus 1: 4

3 .
Nı́l an Prionsabal Neafaise ag teacht slán ar an dá mhodh rogh-

naithe.

Paradacsa Simpson
I ngach scoil san ollscoil tá ráta pas ńıos fearr ag na caiĺıńı ach ar
an iomlán tá ráta pas ńıos fearr ag na buachailĺı. Cinnte tá cuma
pharadacsúil ar an ráiteas sin. Féach F́ıor 5.

Rinne 600 buachaill an scrúdú sa Stair ach theip ar 480 d́ıobh ag
tabhairt ráta pas de 80%. Ach d’éirigh le 90% de na caiĺıńı sa scrúdú
céanna. Aŕıs, tá na caiĺıńı (33%) ńıos fearr san Fhisic. Ar an iomlán
áfach is a mhalairt atá f́ıor – tá na buachailĺı ńıos fearr (70% v 56%).
Tá an uimhŕıocht i gceart ach fós tá cuma pharadacsúil ag baint leis.

An fhadhb anseo ná, i gcomparáid leis na buachailĺı, d’éirigh go
maith le ĺıon beag de chaiĺıńı i scrúdú éasca agus sa scrúdú deacair



80 G. Ó Catháin

Pas Teip Iomlán Ráta Pas

Stair
Buachailĺı 480 120 600 80%
Caiĺıńı 180 20 200 90%

Fisic
Buachailĺı 10 90 100 10%
Caiĺıńı 100 200 300 33%

Stair + Fisic
Buachailĺı 490 210 700 70%
Caiĺıńı 280 220 500 56%

F́ıor 5. Paradacsa Simpson

bh́ı ĺıon na gcaiĺıńı i bhfad ńıos mó. Tá cóimheas de 3:1 (600:200)
i bhfabhar na mbuachailĺı sa scrúdú éasca agus an cóimheas de 3:1
(300:100) i bhfabhar na gcaiĺıńı sa scrúdú deacair.

Cosúil leis an bparadacsa i leith an Pirates of Penzance, tá rudáı
neamhghnácha ag tarlú.

3. An Éigŕıoch

Tá áit faoi leith ag an éigŕıoch sa mhatamaitic. Pléimis le tŕı
pharadacsa:

• Zeno a scŕıobh faoi chainńıochtáı deimhneacha b́ıdeacha beaga
– an éigŕıoch ag dul i laghad, nó go neamhfhoirmiúil 1

∞ .
• Cantor a thaispeáin go bhfuil ńıos mó ná saghas amháin

d’éigŕıoch ann agus nach bhfuil aon éigŕıoch is mó ann.
• Burali-Forti a phléigh an ábhar céanna a bh́ı ag Cantor tŕı

mhodh difriúil.

Paradacsa Zeno
Tá an-cháil ar Zeno (timpeall 300 RC) a bh́ı ag plé le rudáı gan
teorainn. Bh́ı argóint bhunúsach aige agus an chŕıoch air ná nárbh
fhéidir aon sĺı a thaisteal. Seo a leanas mar a léirigh sé.

Má theastáıonn uait an seomra a fhágáil caithfidh tú leath an tsĺı
a shiúl i dtosach. Ansin caithfidh tú leath an tsĺı atá fágtha a shiúl,
agus aŕıs leath an tsĺı atá fós fágtha a shiúl. Agus mar sin de. Ar
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Céim Fad Céime Fad Siúlta

1 1
2

1
2 = 0.5

2 1
4

1
2 + 1

4 = 0.75

3 1
8

1
2 + 1

4 + 1
8 = 0.875

...
...

...

20 1
1,048,576

1
2 + . . .+ 1

220 = 0.9999999046

...
...

...

n 1
2n

n∑
i=1

( 1
2 )i = 1− ( 1

2 )n

...
...

...

F́ıor 6. Paradacsa Zeno i nodaireacht an lae inniu

deireadh b́ıonn ort suim na bhfad uile sin a thaisteal. Dar le Zeno,
ba chóir go mbeadh an suim sin d’fhaid gan teorainn – go háirithe
mar nach bhfuil teorainn leis an méid faid atá le suimiú. I bhfocail
eile, bheadh ort fad gan teorainn a thaisteal agus ńı bheithfeá in ann
an seomra a fhágáil.

Ba pharadacsa bunúsach é seo ag an am. Nı́orbh fhéidir glacadh
leis an gconclúid agus ńı raibh sé soiléir cá raibh an locht sa réasún-
áıocht. Nı́or chuir sé isteach rómhór ar Aristotle [4, ltch 28] mar dar
leis, bh́ı difear idir éigŕıoch tŕı shuimiú (sé sin má thógtar fad áirithe
agus é a shuimiú leis féin go héigŕıoch – cinnte ńı féidir an fad nua
sin a shiúl) agus éigŕıoch tŕı dhéroinnt mar a dhein Zeno (mar go
bhfuil an fad cuimsithe i dtosach).

Feictear dúinn i bhF́ıor 6 cad atá ag tarlú Is léir go bhfuil ĺıon
na gcéimeanna, n, ag dul i méid agus go bhfuil fad gach céime, ( 1

2 )n,
ag dul i laghad – ńıl ach an milliúnú chuid san fhichiú chéim. Is
léir freisin go bhfuil an fad iomlán siúlta ag druidim cóngarach do a
haon. Faraor, ńı raibh an mhatamaitic seo ag na Gréagaigh.

Ba é Karl Weierstrass (1815–1897) a rinne an dul chun cinn maidir
le luach feidhme, mar (1

2 )n, nuair a ligtear n le héigŕıoch. Thug
Weierstrass [5, ltch 161] sainmh́ıniú beacht ar an mbŕı le luach f(x)
agus x ag druidim chun a; sé sin tr

x→ a
f(x) = L (L ∈ <).
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Dar leis, is cuma cé chomh cóngarach (abair ± ε > 0) go L a
bhfuiltear, is féidir luach x atá cóngarach do a (abair ± δ > 0) a
aimsiú sa chaoi is, go bhfuil |f(x) − L| < ε. An cleas a bh́ı aige ná
gan tagairt d’aon chainńıocht nach réaduimhir é nó don éigŕıoch.

Sa chás seo tá tr
n→∞

n = ∞ agus tr
n→∞

( 1
2 )n = 0, ach tá ( 1

2 )n ag

laghdú ńıos tapúla ná mar atá n ag dul i méid. Agus an teorainn le

Sn =
n∑
i=1

( 1
2 )i ná 1.

Bh́ı fadhb, cosúil ar shĺı, ag Grandi [6, ltch 118] i 1703. Bh́ı seisean
ag plé leis an sraith

1− 1 + 1− 1 + 1− 1 . . . .

Ag brath ar conas a chuirimid na baill le chéile, faighimid freagráı
difriúla, m.sh.

1 + (−1 + 1) + (−1 + 1) + (−1 + 1) + . . . = 1

(1− 1) + (1− 1) + (1− 1) + . . . = 0

Cé go bhfuil cuma pharadacsúil anseo, d’aontódh matamaiticeoiŕı
na linne seo le Grandi. Is sraith dibhéirseach ı́ agus ńıl aon suim
aige.

I dtéarmáı Quine [1] is paradacsa falsidical é paradacsa Zeno,
mar (sa lá inniu) ńıl ann ach briseadh rialach faoi shraith atá
coinbhéirseach, agus ńı gá dúinn ár dtuiscint i leith na héigŕıche
a leasú. Is dócha gur pharadacsa antinomy a bh́ı ann ag an am
agus gur thóg sé breis is 2,000 bliain chun teacht ar réiteach sásúil.
B’fhéidir go mbeidh réiteach sa todhcháı ar pharadacsáı na linne seo!

Paradacsa Cantor
De ghnáth bheithfeá ag súil go bhfuil an t-iomlán ńıos mó ná cuid.
Tá sé sin f́ıor maidir le rudáı cŕıochta. Ach bh́ı fios le fada nach mar
sin a tharla maidir leis an éigŕıoch. Mar shampla, tá an ĺıon céanna
d’uimhreacha cearnacha (1, 4, 9, 16, . . .) agus uimhreacha aiceanta –
ar a dtugtáı Paradacsa Galileo (1564–1642) uaireanta [6, ltch 5] – mar
is féidir iad a chur le chéile aon-le-haon mar seo,

1 2 3 4 5 6 . . .

l l l l l l
12 22 32 42 52 62 . . . .
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F́ıor 7. Tá an méid céanna de phoint́ı i mı́r ĺınte éagsúla

Is soiléir leis, go bhfuil ĺıon na bpoint́ı i mı́rĺıne amháin ar aon
mhéid le ĺıon na bpoint́ı i mı́rĺıne eile, mar is féidir ceangal aon-le-
haon a dhéanamh eatarthu (F́ıor 7).

Bé Georg Cantor (1845–1918) a rinne an dul chun cinn san ábhar
seo. Thaispeáin sé go raibh éagsúlachtáı d’éigŕıoch ann; mar sham-
pla go raibh an éigŕıoch de réaduimhreacha ńıos mó ná an éigŕıoch
d’uimhreacha aiceanta.

An paradacsa ná nach bhfuil aon uilethacar ann! Thaispeáin sé
go bhfuil bunuimhir an tacair chumhachtaigh (sé sin an tacair de na
bhfo-thacar) ńıos mó i gcónáı ná bunuimhir an tacair féin. An chiall
le ‘ńıos mó’ sa chomhthéacs seo ná nach féidir mapáil aon-le-haon a
dhéanamh eatarthu. Tá sé seo soiléir i leith tacair cŕıochta:
X = {1, 2, 3}, le bunuimhir |X| = 3, agus an tacar cumhachtach
2X ={ { }, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3} } le |2X | = 23.

Bhain Cantor úsáid as argóint trasnánach chun a thaispeáint go
raibh tacar cumhtachtach de na réaduimhreacha ńıos mó ná ĺıon
na huimhreacha aiceanta, ar ar thug sé ℵ0. Rinne sé iarracht an dá
thacar a mhapáil le chéile agus bh́ı breis baill sa tacar cumhtachtach.

Ag féachaint ar na huimhreacha aiceanta 1, 2, 3, . . . rinne sé iarr-
acht na fo-thacair go léir a liostáil – féach F́ıor 8. Theip ar an iarracht
sin.

Paradacsa Burali-Forti
Chonaiceamar thuas gur léirigh Cantor na bunuimhreacha i dtéarmáı
aicmı́ coibhéiseacha faoi mhapáil dhétheilgeach. Mar an gcéanna, is
féidir orduimhreacha a shainmh́ıniú mar aicmı́ coibhéiseacha de tac-
air dhea-ordaithe faoi mhapáil dhétheilgeach a choiméadann coibhéis
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Na huimhreacha aiceanta

Liosta fo-thacar 1 2 3 4 5 . . .

gach uimhir 4 4 4 4 4 . . .

uimhir a tŕı 7 7 4 7 7 . . .

corr uimhreacha 4 7 4 7 4 . . .

cearnaithe 4 7 7 4 7 . . .

ré-uimhreacha 7 4 7 4 7 . . .
...

...
...

...
...

... . . .

fo-thacar trasnánach 4 7 4 4 7 . . .

fo-thacar sa bhreis 7 4 7 7 4 . . .

Tá liosta de na fo-thacair ar chlé agus iad innéacsaithe leis na
huimhreacha aiceanta mar atá ar dheis. Nuair atá an liosta lán
tóg an fo-thacar trasnánach agus b́ıodh fo-thacar nua againn tŕı
athrú gach innéacs san fho-thacar trasnánach. Nı́l an fo-thacar
nua ar an liosta mar tá éagsúlacht idir é agus an nú fo-thacar ar
an liosta san nú innéacs. Leanann nach bhfuil an liosta de na
fo-thacair uileghabhálach agus go bhfuil ńıos mó fo-thacair ann ná
mar atá d’uimhreacha aiceanta

F́ıor 8. Argóint Thrasnánach Cantor

san ord – is tacar dea-ordaithe (A,≤) más i leith gach fo-thacar de
A, nach bhfuil folamh, go bhfuil ı́osbhall ann faoin ord sin.

Mar shampla, tá A = {1, 2, 3, 4} faoi ord ‘<’ agus B = {1, 4, 2, 3}
faoi ord na haib́ıtre (aon, ceathair, dó, tŕı) coibhéiseach, san mh́ıniú
seo, mar choiméadann an mhapáil seo an ord:

1 2 3 4

1 4 2 3 .

Is é an t-orduimhir ω den gnáth-ord atá ag dul leis na huimhreacha
aiceanta, an t-orduimhir éigŕıche is lú.

Más orduimhir α, atá léirithe ag tacar dea-ordaithe (A,≤), agus
má roghnáıtear rud t /∈ A, is féidir (de réir dealraimh) dea-ord a
chur ar A ∪ {t} tŕı t a chur sa súıomh deiridh i ndiaidh le baill go
léir de A; agus cuirtear an t-orduimhir comhfhreagrach, ar a dtugtáı
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an comharba, in iúl mar α + 1. Nı́ comharba é gach orduimhir ach
tá comharba ag gach orduimhir. Mar sin ńıl aon orduimhir is mó.

Ar an lámh eile, má thógaimid an bailiúchán de na tacair dhea-
ordaithe go léir, tá ord páirteach so-fheicithe ag dul leis agus is
soiléir go bhfuil uasluach ag gach fo-bhailiúchán dea-ordaithe. De
réir Leama Zorn [7, Caibidil 7], tá uas-tacar dea-ordaithe ann arbh
é a aicme Ω an t-orduimhir is mó.

Seo é an fhrithrá, ar lámh amháin tá Ω < Ω + 1 agus ar an lámh
eile tá uasluach ann, .i.

Ω < Ω + 1 < Ω.

De réir cosúlachta thuig Cantor é seo i 1895 ach d’fhoilsigh Burali-
Forti é i 1897. Ba iad paradacsáı Cantor, Burali-Forti agus Russell
(th́ıos) a chuir srian ar an gcoinceap saonta faoi thacair thart ar
chasadh an chéid 1800 go 1900.

4. Ionduchtú

Is minic a dhéantar idirdhealú idir réasúnáıocht déaduchtacht agus
réasúnáıocht ionduchtach san eoláıocht. Nı́l mórán deacrachta le
réasúnáıocht déaduchtach – sé sin an rud atá f́ıor i ngach uile chás,
tá sé f́ıor i gcás faoi leith. I ndáiŕıre, tá an t-eolas ann cheana féin,
agus ńılimid ach á luaigh i gcás faoi leith, m.sh.

Neach básmhar is ea gach duine.
Duine is ea Sócraitéas.
Neach básmhar is ea Sócraitéas.

Ar shĺı is discipĺın déaduchtach ı́ matamaitic mar, i ndiaidh roinnt
bunphrionsabail a leagadh śıos, leanann gach rud eile – cé gur léirigh
Kurt Gödel nach féidir gach ráiteas sa mhatamaitic a aimsiú ó chóras
aicśımiteach.

Ach tá an réasúnáıocht ionduchtach conspóideach ó am David
Hume (1711–1776) i leith. Seo ı́ an tsĺı ina bhfaightear breis eolais sna
discipĺıńı fisiceacha – mar shampla, sa staitistic, nuair a leathnáıomar
tortháı tŕı shuirbhé shamplach go pobal ńıos mó.

Úsáidtear ionduchtú matamaiticiúil mar mhodh cruthúnais, ach i
ndáiŕıre is réasúnáıocht déaduchtach atá ann mar tá an t-eolas ann
cheana féin.

Bh́ı scéal ag Bertrand Russell faoin turcáı a chreid sa mhodh ion-
duchtach. Bh́ı sé ag fáil béile ón bhfeirmeoir lá i ndiaidh lae agus ag
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tnúth le amárach go dt́ı am roimh Nollaig nuair a chas an feirmeoir
muineál an turcáı! [8, ltch 164]

Chas Karl Popper (1902–1994) [9] an fhadhb bunoscionn. Dar leis,
ńı gá an bhéim a chur ar theoiric a dheimhniú. Déantar
tuairimı́ocht agus sé an aidhm ná é a bhréagnú (Falsfication).

Pléimis le dhá pharadacsa cháiliúla maidir le hionduchtú
• Grue – Goodman, agus
• Fiach Dubh – Hempel.

Grue Goodman
Má iniúchaimid a lán smaragaid́ı (emeralds) agus má bh́ıonn dath
glas ag baint leo go léir, leanann sé de réir réasúnáıochta (ionducht-
aithe) go bhfuil gach smaragaid, fiú na cinn nár iniúchadh, glas.
Shamhlaigh Nelson Goodman (1906–1998) dhá thréith i leith smar-
agaide – glas agus grue, seo a leanas

glas: an gnáth dath glas.
grue: dath glas léi má dhéantar iniúchadh ar smaragaid roimh

am t (sa todhcháı) agus dath gorm má dhéantar iniúchadh
uirthi i ndiaidh ama t.

Fuair sé an focal ‘grue’ ó gruebleen a chum James Joyce i Finne-
gan’s Wake [8, ltch 68]. De réir mar a ritheann an réasúnáıocht
ionduchtach, má bh́ıonn tréith áirithe ann i leith gach smaragaide
ar a ndearnadh iniúchadh go dt́ı seo, tá an tréith ann i leith gach
smaragaide – fiú na cinn nár scrúdáıodh.

Cinnte tá dath glas ag baint le gach smaragaid go dt́ı seo agus
de réir na réasúnáıochta beidh an dath sin ar gach ceann sa todh-
cháı. Ach, tá sé f́ıor freisin go bhfuil an tréith grue ag baint le gach
smaragaid go dt́ı seo agus de réir na hargóinte céanna, beidh gach
smaragaid sa todhcháı grue.

Ach, tá fadhb anseo. Roimh am t, tá glas agus grue mar an
gcéanna, ach i ndiaidh ama t tá difŕıocht ann – cialláıonn grue go
bhfuil dath gorm ag baint léi. Mar sin, i ndiaidh ama t má thógaimid
smaragaid úr ón talamh, agus má bh́ıonn sé glas, ńı féidir léi bheith
grue agus vice versa, má bh́ıonn śı gorm (.i. grue) ńıl śı glas.

Seo léiriú go bhfuil deacrachtáı le hionduchtú. Tá ionduchtú
ŕıthábhachtach mar is de bharr réasúnáıochta ionduchtaithe a fhaigh-
imid breis eolais.
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Réiteach amháin ná béim ńıos mó a chur ar an tréith ‘glas’ a
bheith ag smaragaid mar tá sé ńıos nádúrtha agus ag teacht ńıos
fearr faoi mar a bhfuil cúrsáı sa dhomhan nádúrtha.

Fiach Dubh Hempel
Phléigh Karl Hempel (1905–1997) [10, Caibidil 4] leis an modh ion-
duchtach chomh maith. Chun a pharadacsa a chur in iúl rinne
sé tagairt d’éan – an fiach dubh (raven). Chun bheith d́ılis don
téarmáıocht, úsáidfimid an focal ‘fiach’ don éan úd agus úsáidfimid
an focal ‘dubh’ le feidhm aidiachta. Tá sé seo ag teacht le foclóir
an tSeabhaic (Irish-English Pronouncing Dictionary, An Seabhac,
Talbot Press, 1959), áit ar thug seisean fiach ar ‘raven’.

I ndiaidh breathnú ar a lán fiaigh tugtar faoi deara go bhfuil siad
go léir dubh, agus de réir réasúnáıochta ionduchtaithe leanann an
hipitéis

H: I leith gach fiach, tá sé dubh.
(x)(Fx→ Dx)

Má fhéachaimid ar fhiach agus má thugaimid faoi deara go bhfuil
sé dubh, sin tacáıocht don hipitéis. Ach má bh́ıonn dath eile aige,
diúltáıtear an hipitéis. Nı́l aon fhadhb le sin.

Ach is féidir leagan eile den hipitéis a scŕıobh atá, de réir rialacha
loighce, d́ıreach mar an gcéanna

H*: I leith gach rud nach bhfuil dubh, ńı fiach é.
(x)(¬Dx→ ¬Fx).

Má iniúchaimid rud mar pheann gorm, is léir nach bhfuil sé dubh
agus nach fiach é agus tugann sin tacáıocht do H*. Ach tá H* coth-
rom le H. An paradacsa ná go bhfuil sé ait go dtugann peann gorm
fianaise dúinn go bhfuil dath dubh ar gach fiach.

Nı́l mórán deacrachta anseo don mhatamaiticeoir má bh́ıonn cainn-
ı́ocht i gceist. Abair go bhfuil 100 fiach ann agus 100 milliún rudáı
eile ann nach bhfuil dubh. Tá dhá shĺı ann chun an hipitéis a scrúdú.
An tsĺı is éasca ná an 100 fiach a iniúchadh agus glacadh leis an
hipitéis má bh́ıonn siad go léir dubh. An tsĺı eile ná an 100 milliún
rudáı eile nach bhfuil dubh a iniúchadh agus glacadh leis an hipitéis
dá mba nach fiach iad go léir.

Cinnte ńıl an dara mhodh éifeachtach ach réit́ıonn sé an paradacsa
(maidir le cainńıocht).

Ach dar le Quine ńıl aon bhŕı bheith ag plé le rudáı ‘neamh-dubh’
mar seo mar ńıl aon nádúr ag baint leo.
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5. Féintagairt

Tá tŕı pharadacsa sa roinn seo ag plé leis an gcoincheap de fhéintagairt:
• Paradacsa an Bhréagadóra,
• Paradacsa Russell, agus
• Paradacsa an Bhearbóra.

Paradacsa an Bhréagadóra
Bh́ı Naomh Pól dian ar áitreabhaigh oileáin Créit nuair a chuir sé
ina leith (sa Bh́ıobla Naofa, T́ıteas 1:12-13) gur daoine mı́stuama iad. I
ngan fhios dó féin is dócha, bh́ı Naomh Pól ag tagairt do pharadacsa
a bh́ı ag an nGréagach Epimenides timpeall 600 bliain roimhe sin:

• Is bréagadóiŕı iad go léir na Créitigh.
• Is Créiteach a dúirt é.

Is féidir leagan gearr den pharadacsa seo a chur amach mar

A©: ‘Tá an abairt seo bréagach.’

Más f́ıor ı́ leanann sé go bhfuil śı bréagach, agus más bréagach an
abairt leanann sé go bhfuil śı f́ıor. Sé sin, b́ıonn A© f́ıor nuair nach
bhfuil śı agus vice versa.

Paradacsa den scoth é seo. Nı́l an réiteach simpĺı. Tuigimid go
bhfuil dhá ńı ag teacht le chéile

• f́ırinne, agus
• féintagairt.

Phléigh Alfred Tarski (1901–1983) [11, ltch 109–123] le bŕı an fh́ırinne
agus na bréagadóireachta (séimeantaic). Cé gur phléigh Tarski le
teangacha foirmiúla, dar leis baineann f́ırinne leis an gcoincheap de
mheta-teanga:

Thit sé. — ráiteas sa bhunteanga L.

Tá 6 litir i ‘Thit sé’ — sa mheta-teanga L′

Is f́ıor é “Tá 6 litir i ‘Thit sé’ ” — sa mheta-mheta-teanga L′′.

Nı́l aon fhadhb le f́ırinne nó féintagairt leo féin:

‘Tá sé fliuch’ — atá f́ıor nó bréagach;

‘Tá an abairt seo as Gaeilge’ – féintagairt.
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Ach nuair a chuirtear le chéile iad, mar a rinneadh in A© thuas
táimid i bponc. Dar le Tarski, sainmh́ıńıtear f́ırinne sa mheta-
theanga – oibŕıtear ar chéim ńıos airde. Nı́ féidir f́ırinne a réiteach
ina hiomláine sa bhunteanga. Bh́ı sé d́ıomách an raibh aon réiteach
ar fh́ırinne i dteanga nádúrtha.

Bh́ı tuairim eile ag Kripke [12, ltch 145–148]. Dar leis tá ráitis
ann agus ńı féidir a rá an bhfuil siad f́ıor nó nach bhfuil.

Is é seo an paradacsa ar úsáid Kurt Gödel ina pháipéar clúiteach
nuair a chruthaigh sé go bhfuil ráitis sa mhatamaitic agus ńı féidir
a chruthú an bhfuil siad f́ıor nó nach bhfuil [nuair a chuirtear mata-
maitic ar bhunchloch aicśımiteach ar chomhchéim le huimhŕıocht].

Paradacsa Russell
Phléigh Tarski le paradacsa an bhréagadóra maidir le séimeantaic.
Maidir le f́ırinne sa mhatamaitic, de ghnáth, is comhsheasmhacht
le bunphrionsabail a bh́ıonn i gceist. Mar aon le paradacsa an
bhréagadóra, is féintagairt i bhfoirm féinbhallráıocht an coincheap
láidir i bparadacsa Bertrand Russell (1872-1970). Measadh, ag an
am, go bhféadfáı tacar a shainmh́ıniú i dtéarma preideacáideacha,
cosúil le

X = {x: leanann x coinńıoll ar bith},

agus uaidh sin bh́ı Gottlob Frege (1848–1925) ag iarraidh teacht ar
na huimhreacha aiceanta tŕı rialacha loighce. Cheap sé go bhféadfáı
bunchloch na matamaitice a leagadh ar loighic.

Ag baint úsáid as an mı́niú sin is féidir tacair a roinnt i ndhá
grúpa:

• tacair gan féinbhallráıocht, agus
• tacair le féinbhallráıocht.

Mar shampla, tá an tacar seo gan féinbhallráıocht:

Xcúige = {x: is Cúige x}
= {Laighin, Mumha, Connachta, Ulaidh},

Is léir nach bhfuil an tacar Xcúige ina bhall dá féin, mar ńı cúige
é Xcúige, ach tacar.

Ar an taobh eile tá an tacar seo ina bhall dá féin:
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X>3 = {x: is tacar x le ńıos mó ná 3 bhall }
= {X4

cúige, X52
cartáı, X

?
daoine, X32

contae, . . .}.
= {X4

cúige, X52
cartáı, X

?
daoine, X32

contae, X?
>3 . . .}.

Chuir Russell an cheist faoi

X = {x: is tacar x agus x /∈ x }.
Tá X ina bhall de X nuair nach bhfuil sé ina bhall agus vice versa
– paradacsa bunúsach.

I dtéarmáı Quine, is antinomy an paradacsa seo mar bh́ı ar na
saineolaithe ag an am a dtuairimı́ a leasú. An réiteach atá i bhfeidhm
ná cosc a chur ar fhéinbhallráıocht – cosúil leis an gcosc ar roinnt
faoi náid.

Ba bhuile thubaisteach é an paradacsa sin do Gottlob Frege. Bh́ı
sé ar t́ı a obair mhór a fhoilsiú nuair a fuair sé scéal ó Russell. Thuig
sé láithreach go raibh fadhb dhoréitithe aige.

Paradacsa an Bhearbóra
Dar le Bertrand Russell, tá sráidbhaile sa Rúis inar féidir na fir fásta
a roinnt i ndhá grúpa – daoine féinbhearrtha a bhearrann a bhféasóga
féin agus daoine nach mbearrann a bhféasóga féin. An tasc atá ag an
mbearbóir ná féasóga na bhfear nach mbearrann iad féin a bhearradh
agus gan bacaint leis na daoine a bhearrann iad féin.

Ach tá fadhb ann. Is fear fásta an bearbóir é féin agus ‘Cé a
bhearrann an bearbóir?’ . Má bhearrann an bearbóir a fhéasóg féin,
is duine féinbhearrtha é agus ńı cóir don bhearbóir é a bhearradh.
Ar an lámh eile, mura mbearrann an bearbóir é féin, caithfidh an
bearbóir é do bhearradh. Táimid i bponc.

Ach tá réiteach simpĺı ar an gcruachás seo. Nı́ fhéadfadh sráid-
bhaile mar sin bheith ann. Nı́ féidir coinńıollacha an tsainmh́ıniú a
tugadh faoin sráidbhaile a chomhĺıonadh.

An ceacht sa mhatamaitic atá anseo ná nach leor rud éigin a
shainmh́ıniú, caithfear eiseadh a chruthú chomh maith.

6. Miosúr

De réir teoiric miosúir má scoiltear corpA (cuimsithe i <n) i mı́reanna
scartha, agus iad a chur ar ais le chéile i gcorp eile B, beidh siad ar
chomhmhiosúr, µ(A) = µ(B). Pléimis le dhá pharadacsa faoin ábhar
seo

• Curry, agus
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• Banach-Tarski.

Paradacsa Curry
Scoiltear an triantán (ar barr) i bhF́ıor 9 i gceithre chuid agus cuir-
tear ar ais iad sa triantán (ar bun), ach tá cilĺın sa bhreis againn! Is
paradacsa na súl an ceann seo mar ńı triantáin iad ar chor ar bith
ach ceathairshleasáin. Ag úsáid na gcomhordanáid́ı sa chúlra, is léir
nach dtéann an ĺıne (0,0)–(13,5) tŕıd an bpointe (8,3) nuair nach
bhfuil na géaruillinneacha is lú sna triantáin cothrom

tan−1 3
8 = 20.556◦, tan−1 2

5 = 21.801◦.

s s s s s

s s

s s s s s

s s?

F́ıor 9. Paradacsa Curry – cilĺın sa bhreis

Tá sé cliste sa chaoi is go mbaiĺıtear an difŕıocht atá idir achair
an dá cheathairshleasán i gcilĺın amháin. Tabhair faoi deara gur
uimhreacha leantacha iad na huimhreacha tabhachtacha (5,8,13) sa
sraith Fibonacci.

Paradacsa Banach-Tarski
De réir leagan amháin de Banach-Tarski (1924) [13, ltch 366–367], is
féidir an sféar aonad a scoilt i gcúig ph́ıosa scartha agus iad a chur ar
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F́ıor 10. Paradacsa Banach-Tarski

ais le chéile sa chaoi is go bhfuil dhá sféar d́ıreach mar an gcéanna
leis an gcéad sféar – féach F́ıor 10. Gan dabht tá deacracht anseo.
Ach ńı paradacsa atá ann – is teoirim é!

Tá a fhios againn cheana go dtarláıonn rudáı gan coinne nuair
a bh́ımid ag plé leis an éigŕıoch, m.sh ℵ0 = ℵ0 + ℵ0. Is mar seo
atá anseo leis. Nı́ dlúthchoirp iad na ṕıosáı seo – ńıl iontu ach
cur le chéile casta de phoint́ı a roghnáıtear leis an Aicśım Rogha
(Axiom of Choice). Nı́or thug Banach-Tarski aon sĺı chun an scoilt a
dhéanamh. Thaispeáin siad gur féidir é a dhéanamh má roghnáıtear
ball amháin as gach ceann de (méid éigŕıche) na fo-thacair.

Is cáineadh an toradh seo ar an Aicśım Rogha, ach úsáidtear an
aicśım seo chomh minic san go bhfuil leisce ar na matamaiticeoiŕı é
a chur ar leataobh.

Colafan
D’úsáideadh an ŕıomhchlár clóchuradóireachta LATEX chun an páipéar
seo a chur amach. Mar chuid de sin, d’úsáideadh TikZ chun na
léaráid́ı a tharraingt agus cooltips chun an t-aistriúchán go Béarla
i leith na bhfocal sa Ghluais a nochtadh sa leagan leictreonach, nuair
a théann an pointeoir luiche tharstu. (Oibŕıonn sé seo le AdobeR-
eader – agus bhféidir le léitheoiŕı PDF eile). Tá an Ghluais bun-
aithe ar http://www.focal.ie . D’úsáideadh An Gramadóir ag
http://borel.slu.edu/gramadoir chun feabhas a chur ar chruinn-
eas na Gaeilge. Tá na táirǵı seo go léir saor ar an idirĺıon.

Gluais
aicme choibhéiseach equivalence class · airmheánach median ·
aon le haon one to one · bréagadóireacht falsehood · bunuimhir

http://www.focal.ie
http://borel.slu.edu/gramadoir
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cardinal number · cainńıocht quantity · ceathairshleasán quadril-
ateral · cóimheas ratio · coinbhéirseach convergent · comharba
successor · comhsheasmhacht consistency · comhshleasach equil-
ateral · corda chord · cŕıochta finite · cuimsithe bounded · cur le
chéile assemblage · dea-ordaithe well-ordered · déaduchtú
deduction · détheilgean bijection · dibhéirseach divergent ·
dóchúlacht probability · éigŕıoch infinity · eiseadh existence · feidhm
function · féinbhallráıocht self-membership · féintagairt self-reference ·
f́ırinne truth · fo-thacar subset · frithrá contradiction · gan aird ran-
dom · hipitéis hypothesis · iomas intuition · ionduchtú induction ·
ı́osbhall least element ·minićıocht choibhneasta relative frequency ·
miosúr measure · neamhnitheach null (set) · orduimhir ordinal ·
preideacáid predicate · Prionsabal Neafaise Principle of Indiffer-
ence · réaduimhir real number · saonta naive · scartha disjoint ·
séimeantaic semantic · sraith series · stua arc · suibiachtúil subjec-
tive · tacar cumhachtach power set · tacar set · teorainn limit ·
trasnán diagonal · tuairimı́ocht conjecture · uileghabhálach
exhaustive · uilethacar universal set · uimhir aiceanta natural num-
ber
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